Alex Thomas Jgrgensen Numeriske Igsninger af ODE’er

I dette noteseet vil vi kigge pa numeriske metoder til at lgse ordineere fgrsteordens differentialligninger
(ODFE’er). Dvs. differentailligninger pa formen

/

Y =f(33,y)

under betingelsen y(xo) = yo.

Eulers metode

Eulers metode benytter tangenthaeldninger til at tilnserme sig en lgsning. Man udvelger forst et punkt, som
man ved lgsningen gar igennem, hvorefter man bevaeger sig langs en tangent, til at finde det neaeste punkt.
Eulers metode vil altsa beregne en samling af punkter, som tilnsermer sig lgsningen.

Valg h > 0, som angiver afstanden mellem punkterne. Lgsningen y(x) tilnsermes med punkterne
defineret ud fra
Tp=20+n-h

Yn = Yn—1 + h : y(xnfhynfl)

(1)
for n > 1.

Bemeerk, at paecisionen af tilnsermelsen aftheenger af stgrrelsen pa h.

Bevis. For den lodrette afstand, tager vi udgangspunkt i startpunktet zy. Da vi bevaeger os i en afs-
tand af A > 0 mellem hvert punkt, ma vi ngdvendigvis have bevaeget os n - h fra startpunktet, zg, til det n’te
punkt, x,.

For den lodrette afstand, udnytter vi hzldningen i et punkt y,_; til at finde det nseste punkt y,. Ved
topunktsformlen er heeldningen mellem punkterne (,—1,yn—1) 08 (T, yn) lig med
Yn = Yn—-1 _ Yn — Yn-1

Ty — Tp_1 h

Der geelder desuden at heeldningen i punktet (x,,_1,y,—1) er lig med ¥’ = f(x,_1,Yyn—1). Dvs.

Yn — Yn—1
h - f(xn—lvyn—l) = Yn :yn—l"i'h'f(-rn—l;yn—l)
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Vi kan faktisk forbedre Eulers metode, ved at vaelge tangenthaeldningen som middelvzerdien af de to tangen-
theeldninger i punkterne (z,—1,Yn-1) 08 (Zn,yn). I en forbedret tilnsermelse vil den lodrette afstand veere
bestemt ved B

Yn = Yn—1 + 5 : (f(xnfla ynfl) + f(xnu Yn—1 +h- f(mnfhynfl))

Runge-Kuttas metode

Runge-Kuttas metode er i princippet en yderligere forbedring af Eulers metode. Her tager man dog bare et
vaegtet gennemsnit af fire forskellige tangentheeldninger.

Vi seetter
ki = f(Zp—1,Yn—1)

h h
ke = f <33n—1 t gt ge k1>

h h
ks =f <$n1 + 57 Yn—1 + 5" k‘2>

ks = f(xp—1+h,yn—1+h-ks)

Herefter tilneermes lgsningen med punkterne defineret ud fra

h
ynZyn71+6-(/€1+2'k‘2+2~k3+k4) (3)

for n > 1.

For den lodrette afstand, tager vi nu udgangspunkt i et punkt (z,—1,¥yn—1), og gnsker at bevaege ud fra en
veegtet gennemsnitlige haeldning, af fire forskellige haeldninger i intervallet A > 0.

k1 angiver haeldningen i starten af intervallet. Bevaeger vi os langs denne heeldning, ind til midten af inter-
valler, angiver ko haeldningen her. Bevaeger vi os i stedet ind til midten af intervallet med heeldningen ko,
opnar vi et andet midtpunkt, hvor k3 angiver haeldningen. k4 angiver hezeldningen i slutningen af intervallet,
hvor slutpunktet er bestemt vha. haeldningen k.

Vi lader de to forskellige bud pa heldninger i midtpunktet veegte mere end haeldningerne i endepunkterne og
ender pa den gennemsntlige haeldning, som beskrevet i formel (3). Intuitiv kan det maske give god mening,
at lade midtpunkterne veaegte mere end endepunkterne, men hvorfor vi netop vaelger denne vaegtning, kraever
en del viden om Taylorudvikling i flere variable, hvilket vi vil undlade at ga i dybden med i dette notesat.

Adams-Bashforth metode

Hvor Runge-Kuttas og Eulers metode kun benytter sig af et enkelt punkt, til at tilnserme det naeste, sa
bruger Adams-Bashforth flere foregaende punkter, til at tilnserme det naeste. Forneden vil vi kigge pa
Adams-Bashforth metode anvendt pa to foregaende punkter, men den kan i princippet anvendes pa vilkarligt
mange foregaende punkter.

Forst beregnes y; ved hjelp af Eulers metode. Herefter tilnsermes lgsningen med punkterne defineret
ud fra

Yn = Yn—1 + g : (3 f@n—1,Yn-1) — f(xn_2, Z/n72)) (4)

for n > 1.
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Bevis. Integrerer vi vores differentialligninger over intervallet z,,_1 < x < x,, geelder der ved integralreg-
ningens hovedsaetning, at

) <) = [

n—

v (@) do— | " i y(@) de

n—1

Der geelder saledes at

Tn

Y(#n) = Y(Tn1) + / f(y(x)) da

Tn—1

For at beregne integralet, veelger vi at tilneerme f(z,y(x)) med et polynomium P(z). Da vi kender 2
foregaende punkter, ma vi lade P(z) veere en ret linje. Om P(z) skal der geelde at

P(zn-1) = f(xn—1,y(Tn-1))

P($n72) = f(xn72'y(xn72))
Dette er netop opfyldt, hvis vi skriver

T — Tp_2 T — Tp—1
P = —_ — e n—2 n— e
(#) = f(wn1,y(wn1)) - ="+ flan oz ylon-2)) -
T — Ty— T — Tp—
= f@n1.y(@na) - =" = fEn2.y(@n2))  — "

*Metoden til at konstruerer et sadan polynomium, kaldes Lagranges interpolation.

Da yn, Yn_1 0g Yn_o er tilnsermelser for de korrekte funktionsveerdier til lgsningen, kan vi antage at
Y(@n) R Yn, Y(@n-1) B Yn-1, Y(Tn—2) X Yn—2
Indseetter vi dette, sammen med tilneermelsen for f(x,y(z)) foroven, har vi at

T — Tp-2

h

T — Tpn-1

N dz

Tn
Yn = Yn—1 + / f(xn—la yn—l) : - f(xn—Qayn—Z) :
Tn—1

Integralet kan ggres noget lettere at arbejde med, ved at anvende substitutionen

T — Tp-1 T — Tp-2 T — Tpn-2
t= = -1 = t+1=—-—
h h + h

Dermed er

1
Yn = Yn—-1 +A (f(zn—hyn—l) : (t + 1) - f(xn—van—2) . t) ~hdt

1 ! 1,]"
=Yn—1t+h- (f(zn—lyyn—l) ’ [2t2 + t] - f(zn—2ayn—2) : [2t2:| )
0 0
3
( ;

F@notsgnet) - = FEn_2syos) - 1)

2

h
_ h
= Yn—-1 + 5 : (3 : f(mnflaynfl) - f(xn72vyn72))

Taylors metode

Taylors metode benytter Taylorreekker til at tilnserme en lgsning lokalt omkring punktet (xq,y(xo)). Vi
kraever saledes at funktionen f(x,y) er n gange differentiabel.
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I modsaetning til de ovenstaende metoder, opnar vi altsa ikke en rackke punkter som tilneermer sig lgsningen,
men derimod et polynomium, som tilnsgermer sig lgsningen.

Ved reekkeudvikling er

n 6 (g A
sy~ 3L (g gy
=0 :

n!

y" (o)
2

=y(z0) +y'(z0) - (x — o) + (x—x0)? 4+ (x — x0)"

Jo stgrre valg af n, jo mere preecis vil ens lgsning blive omkring punktet.

Bevis. Vi tilnezermer lgsningen y(z), som et Taylorpolynomium af grad n omkring punktet zo. Et Taylor-
polynomium af grad n til y(z), er et n’te-grads polynomium, som opfylder at funktionsveerdien for de n forste
afledte i punktet z(, stemmer overens med funktionsveerdien af de n forste afledte for y(z) i samme punkt.

Hvis vi kalder Taylorpolynomiet for T,,(z), skal det altsa opfylde at
Té,“ (o) = y(i)(zo)
for alle 0 <17 <n.
Da T,,(z) er et polynomium af grad n, kan vi skrive
To(x)=co+c1-(x—z0)+co-(x—20) >+ ...+ ¢cn-(x—20)"

for passende konstanter ¢y, ..., c,. Vi gnsker at bestemme disse konstanter sa definitionen af et Taylorpoly-
nomium er opfyldt, og derefter vise at de stemmer overens med dem i formel (4).

Bemeaerk, at vi netop veelger at skrive T,,(z) pa denne made, da det sa blive nemmere at regne funktionsveerdier
i zg, da vilkarligt mange led reducerer til 0.

Vi ser forst at
Y(zo) = Tn(x0) = co

Differentierer vi T, (), far vi at
T (x)=c1+2-co-(x—w0)+3-c3-(x—w0)>+...+n-cp-(x—20)""

hvoraf

Differentierer vi igen, far vi at
T/ (2)=2-co+2-3-c3-(x—x0)+3-4d-ca-(x—x0)* +...+(n—1)-n-(x—20)" >

hvoraf

y'(0) =T,/ (z0) =22 = =
Efter at have differentieret k gange, far vi
T () = k!'- ¢, + ”led, alle med en faktor (z — xo)”

dvs.
. y(k)(mo)
o k!

Saledes faes den gnsket tilnsermelse af y(z). O

y(k)(:zzo) = T,Sk) (xo) =k cr = ¢
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Picards metode

Picards metode danner en fglge af funktioner yo,y1,...,yn, som nsermer sig den korrekte lgsning y(x). Jo
flere iterationer man foretager sig, desto mere preecis bliver tilnsermelsen.

Vi saetter forst
Yo(T) = Yo

Herefter beregnes de efterfglgende tilnsermelse ved

(@) =0+ [ Fvaa(6) dt (6)
o
Man fortseetter indtil man har den gnskede preaecision.

Picards metode har en rakke begreensninger. Metoden virker nemlig kun hvis f(x,y) er kontinuert, be-
graenset og opfylder Lipschitz-betingelsen i det interval, man forsgger at finde en lgsning pa. Af selv samme
grund kraever det en hel del forarbejde at bevise Picards metode. Vi vil derfor undlade beviset i dette noteszet.

Bemerk dog, at ligning (6) egentlig blot fglger af integralregningens hovedsaetning, og kan vises ved at
folge samme fremgangsmade som i starten af beviset for Adams-Bashforth metoden. Udfordringen ligger i
at bevise, at folgen af funktioner konvergerer mod en unik funktion.



